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Uber die R6ntp, enstreuung an Kristallen mit  Versetzungen. 
IV. Unvollst~indige Schraubenversetzung mit  anp, renzendem Stapelfehler 

VON MANFRED WrLKENS tr~I) ALFRED SEEGER 

Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart, Deutschland 

(Eingegangen am 24. Juni 1963) 

The influence of partial dislocations bounding stacking faults on the X-ray diffraction pattern is 
studied. The special ease of scattering by a partial screw dislocation along the axis of a cylindrical 
crystal is investigated in the kinematic approximation. The position of the centroid of the intensity 
of reflexion depends only on the area of the stacking fault, and not on the bounding screw dislocation. 
The stacking fault gives rise to a symmetric broadening of the tails (that is, of the asymptotic 
region), with a form factor determined by the width of the stacking fault. The partial dislocation 
produces an antisymmetric component of the intensity function in the asymptotic region. It 
depends in a complicated way on the scalar product of the Burgers vector of the dislocation and the 
reciprocal-lattice vector of the reflexion. It is shown that, in a Debye-Scherrer pattern of a specimen 
having random orientation, these antisymmetric contributions cancel each other to a large extent. 
The remaining antisymmetry has the same sign as the antisymmetry produced by coherent twin 
boundaries (twin stacking faults) in face-centred cubic structures. 

Die Streuung yon RSntgenstrahlen an Kristallen mit 
Stapelfehlern wurde bislang im Rahmen der Theorie 
der 'eindimensionalen Fehlordnung' behandelt (Wilson 
1942; Hendricks & Teller, 1942; Jagodzinski, 1949a, b, 
1954; Gevers, 1954). Dabei wird yon der seitlichen 
Begrenzung der Stapelfehler abgesehen; dies ist ge- 
rechtfertigt, wenn die Ausdehnungen der Stapelfehler 
gross gegenfiber dem mittleren Abstand benachbarter 
Stapelfehler sind. Paterson (1952) hat die erwi~hnten 
allgemeinen Ergebnisse auI Stapelfehler und kohi~rente 
Zwillingsgrenzen in kubisch-fl~chenzentrierten Kri- 
stallen angewendet. Kennzeichnet man die mit einem 
Stapelfehler verbundene Atomverschiebung durch den 
Vektor bs und den Beugungsvektor durch go, so 
erh/~lt man f fir eine statistisehe Anordnung yon paral- 
lelen Stapelfehlern 1. Art ('intrinsic stacking-faults') 
folgende Resultate : 

Reflexe mit (g0.bs)= ganzzahlig werden dureh die 
Stapelfehler nieht beeinflusst; alle anderen Reflexe 
werden in Riehtung der Stapelfehlernormalen symme- 
trisch verbreitert und versehoben. 

An die Patersonsehe Arbeit hat sieh in den letzten 
Jahren eine gr6ssere Anzahl yon experimentellen Un- 
tersuehungen fiber plastiseh verformte kubiseh-flii- 
ehenzentrierte Metalle und Legierungen angesehlossen 
(siehe z.B. Warren, 1959). Bei den soeben genannten 
Anwendungen sind jedoeh die Voraussetzungen der 
Theorie nieht ohne weiteres erffillt. :Bei der plastischen 
Verformung entstehen starke innere Verzerrungen 
(von Versetzungen herriihrend), so dass man die 
Stapelfehler nicht als in ein ideales Gitter eingebettet 
ansehen kann. Ferner kann in Anbetracht der hohen 
Versetzungsdichten nicht ohne weiteres vorausgesetzt 
werden, dass die Stapelfehler genfigend grosse seitliche 

Ausdehnungen haben. Die Fragen nach dem Einfluss 
der Verzerrungen und der seitliehen Begrenzungen der 
Stapelfehler h/~ngen eng zusammen; die Stapelfehler 
kSnnen ja nicht unvermittelt im idealen Gitter enden, 
sondern werden dutch unvollst/~ndige Versetzungen 
(oder dureh Korngrenzen) begn'enzt. 

Die im Vorstehenden aufgeworfene Fragestellung 
soll in dieser Arbeit an einem einfaehen Modell unter- 
sucht werden, das sieh, yon erlaubten Vereinfaehungen 
mathematiseher Art abgesehen, im Rahmen der kine- 
matisehen Beugungstheorie streng behandeln 1/isst. 
Wir kntipfen an die Arbeiten yon Wilson (1952), 
Suzuki (1955) und Wilkens (1962a, b) an, in denen die 
Beugungserseheinungen an kreiszylindrisehen Kri- 
stallen mit einer vollst/indigen Versetzung in der 
Zylinderaehse theoretiseh untersueht werden. In der 
vorliegenden Arbeit wird eine unvollst/indige Sehrau- 
benversetzung behandelt, yon der ausgehend ein Sta- 
pelfehler bis zu einer Mantellinie des Zylinders ver- 
1/iuft (Modell I). Dabei wird elastisehe Isotropie vor- 
ausgesetzt und angenommen, dass das Verzerrungs- 
feld der Sehraubenversetzung dureh den Stapelfehler 
nieht modifiziert wird. Das Versehiebungsfeld der 
Sehraubenversetzung entnehmen wit der linearisierten 
Elastizitiitstheorie. Bei der Anwendung auf vollstiin- 
dige Versetzungen bedeutet dies naeh Wilson (1952), 
dass die Reflexe (symmetrisch) verbreitert und nieht 
versehoben werden. Reflexversehiebungen dureh Ver- 
setzungen erh/tlt man erst bei Verwendung der 
quadratisehen N/~herung ffir das Versehiebungsfeld 
(Wilkens, 1962b). 

In einem ersten Absehnitt geben wit analog zu 
Wilson (1952) eine Integraldarstellung der Streuampli- 
tude. In § 2 werden wit mit Hilfe einer Entwieklung 
der Streuamplitude naeh Besselfunktionen die Vet- 
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schiebungen der Intensit~tsschwerpunkte berechnen. 
Es wird ferner qualitativ diskutiert,  welche Bereiche 
des reziproken Gitters ffir die Schwerpunktsver- 
sehiebung wesentHch sind. In  § 3 bereehnen wit die 
asymptotische Eatwicklung der Streuamplitude fiir 
grosse Abst/~nde yon den reziproken Git terpunkten 
des ungestSrten Kristalls. Anhand dieser Entwicklung 
kSnnen jene Ziige des Intensit/~tsverlaufes diskutiert  
werden, die unabh/ingig yon den speziellen Eigenschaf- 
ten des Kristallmodells, etwa der zylindrischen Gestalt, 
sind. Durch Vergleich mit einem versetzungsfreien 
Kristall,  der einen durchgehenden Stapelfehler enth~lt 
(Modell II), erhalten wir insbesondere jene Effekte, die 
yon der seitlichen Begrenzung der Stapelfehler durch 
unvollsti~ndige Versetzungen herriihren. 

1. Die Streuamplitude 

Wir betraehten Kristalle der L~nge Z und mit Radius 
R. Die z-Achse legen wir in die Zylinderachse; im 
Zylinderquersehnitt  werden neben den kartesischen 
Koordinaten x und y Polarkoordinaten r u n d  ~ gemiiss 

x = rcosq~ y = rsin$~ (1.1) 

eingefiihrt. Die Elementarzelle ist kubisch primitiv 
mit  der Gitterkonstante a. Die Atomlagen des unge- 
stSrten Gitters bezeichnen wir mit ro, diejerdgen des 
gestSrten Gitters mit 

r~ = r o + w  (1.2) 

mit w =Versehiebungsvektor.  
Im Kristall  (I) liegt in der Zylinderachse eine 

Schraubeaversetzung mit dem Burgersvektor 

b = b[001] (1.3) 

und mit dem Verschiebungsfeld 

w = (1/2~)b~, 0 < ~ < 27~. (1.4) 

Wir interessierten uns besonders fiir den Fall  
b/a = unganzzahlig, in dem sich an die Versetzung ein 
yon dem positiven Ast der x-Aehse (~=0)  und der 
z-Achse aufgespannter Stapelfehler anschliesst. 

Der Kristall  (II) eath~lt anstelle der Teilversetzung 
einen den Zylinder in der x-z-Ebene ganz durchziehen- 
den Stapelfehler. Das entsprechende Verschiebungs- 
feld lautet  : 

w = - ½ b  ffir y _> 0 

w = +½b fiir y < 0.  (1.5) 

Im reziproken Gitter beniitzen wir die gleiehe Koor- 
dinatenbezeichnungen wie Wilkens (1963). 

Vektoren im reziproken Gitter lauten 

g = (gx, gy, g~) = a*(h, k, l) (1.6) 

(a* = 1/a = kubische Ein_heitsliinge im reziproken Git- 
ter). 

Vektoren, die zu einem Reflex des ungestSrten Git- 
ters weisen, schreiben wir 

go = (gz, ogy,og~,o) = a*(hokolo) (1.7) 

(ho, ko, lo = ganzzahlig = Millersche Indizes des Re- 
flexes). Kleine Abweichungen yon go irmerhalb der 
Ebenen gz = g~, 0, 

g x - g x ,  o = Gx ,  gy-g~, ,o = Gy ,  (1.8) 

werden aueh dureh Polarkoordinaten Gr, fl ausge- 
driickt (Fig. 1): 

Gx = Gr cos fl Gy = G~ sin fl .  (1.9) 

Fig. 1. Koord ina tenbeze ichnungen  im Kris ta l lg i t te r  und  im 
reziproken Gitter .  Der  verd ick te  Teil der  x-Achse ist die 
Schnit t l inie des Stapelfehlers  mi t  dem Zyl inderquerschn i t t  
im Falle des Kristal lmodells  {I). 

Zur Berechnung der Streuamplitude gehen wir in 
der gleichen Weise vor wie Wilson (1952). In der Sum- 
mendarstellung der Streuamplitude 

F = FAtom ~ exp2~ i ( rv .g ) ,  (1.10) 
Atome 

(FAtom = Atomstreuamplitude) schreiben wir 

(rv .g) = (ro .go) + (ro. (g -g0) )  + (w. g0) + (w. ( g - g o ) ) .  
(1.11) 

Der erste Summaad karm weggelassen werden, da er 
fiir alle Atome einen konstaaten Phasenfaktor ergibt. 
Solange I g - g o l < l / a  ist, kann der vierte Summand 
vernachliissigt werden. Die beiden mitt leren Sum- 
manden sind dana yon Atom zu Atom laagsam ver- 
~ndeilich. Die Summation fiber den Zylinderquer- 
schnitt kann deshalb durch eine Integrat ion ersetzt 
werden. ~_?ber z 1/isst sich G1. (1.10) direkt summieren, 
da w nicht von z abhi~ngt. Der dabei entstehende 
Faktor  

Fz =sin:_ . . . . .  JrZg~ _- sin z~(Z/a) l__  Z = gaazzahlig , (1.12) 
sin ~agz sin ~rl ' a 

begrenzt fiir hinreichend grosse Z / a  die wesentlieh 
von Null verschiedene Streuamplitude auf die Ebenen 
gz = gz, 0 bzw. 1 = 10. Wir brauchen deshalb die explizite 
gz-Abh~ngigkeit der Streuamplitude hinfort nicht 
welter mitzufiihren. 

Ferner setzen wir die Atomstreuamplitude FAtom ---- l.  
Beniitzt man die G1. (1.1) und (1.9), so sehreibt sich die 
Streuamplitude fiir den Kristall  (I) 

F~ = -~ o 0 exp (i[~ cos (cp-fl)+vcf])~d~dq~. (1.13) 
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Dabei  ist  
= 2xerGr ; ~ = 2~RGr  ; 

v = (b/a)lo = bgz, o = (b.t~0) • 

Ftir die folgendea Untersuehungen ist es zweek- 
m~issig, in G1. (1.13) die In tegra t ion  fiber ~ gesondert  
zu betraehten.  Wir ffihren deshalb folgende Funkt ion  
~b ein: 

e -ivzt 12~ 
~b~(z, fl) = ~ ~o exp i[z cos (T--fl)A-vq~]d~, (1.14) 

mit  der sich die St reuampl i tude  

F~ 2~R~ Ii¢~(~, 
= ~e exp (ivy) f l)~d~ (1.15) 

schreibt.  
F fir die St reuampl i tude  des Kris tal ls  (II) definieren 

wir ganz analog eine Funkt ion  ~,u, 

T,(z,  fl) exp (-- i~t~/2) l"  i[z cos = ~ _0exp (q~-fl) +#(p] chp, 

(1.16) 
mit  deren Hilfe FH sich wie folgt ausdrfickt : 

= ~ (  J0 
(1.17) 

Die S t reuampl i tuden  F d i = I  oder II)  sind so nor- 
miert ,  dass die Integral in tensi t~t  der Reflexe gleich 
dem Zyl inderquerschni t t  ist :  

ii ~: iF~t~GrdGrdfl _ 1 2~ [F~l~d~dfl  = R ~ .  
¢0 ~0 47e2RU 0 0 

(1.18) 

Die von uns mit  ~b und ~ eingeffihrten Funkt ionen  
stellen Verallgemeinerungen der Anger-Weberschen 
Funkt ionen  (Watson, 1944) und der von Nielsen (1904) 
mi t  ~b~(z) bezeichneten Funkt ionen  dar, auf die sie sich 
ffir bes t immte  Werte  yon fl spezialisieren*. 

Zur weiteren Behandlung der Funkt ionen  ¢~ und T ,  
schlagen wir zwei Wege ein. 
(1) Entwicklung der In teg randen  in G1. (1.14) und 
(1.16) naeh Besselfunktionen. Die In tegra t ion  fiber 
in Gl. (1.15) und (1.17) ffihrt dann auf spezielle Inte-  
grale fiber Besselfunktionen, die yon Wilson (1952) 
bei der Behandlung der vollst~indigen Schrauben- 
versetzung eingeffihrt worden sind. Auf diesem Wege 
ergeben sich Aussagen fiber die Schwerpunkte der 
Intensit~ttsfunktionen. 
(2) Aufstellung yon Rekursionsformeln und Differen- 
t ialgleichungen ffir die ~b und T , .  Man erh~lt  asympto-  
tische Darstel lungen der S t reuampl i tuden  bzw. der 
Intensi t i i t s funkt ionen ]FI] 2 und ]FIII 2 ffir grosse Ab- 
sti~nde vom Ref lexmit te lpunkt .  

* Es gilt 
Cv(z, 0) = (-i)~)~(z), ¢~(z, ~/2) = J~(z), 
~ ( z ,  ~ / 2 ) =  ( - - i ~ [ J _ ~ ( z ) - - i E _ , , ( z ) ]  . 

J~(z) u n d  E~(z) s ind die A n g e r s c h e n  bzw.  W e b e r s c h e n  F u n k -  
t i onen .  
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2. Die Versch iebung  des  Intensit~its- 
s chwerpunktes  

Setzt  man  die Beziehung 
oo 

exp i~ cos ~ = J0(~)+2  • (i)nJn(~) cos n~ (2.1) 
n = l  

in G1. (1.14) ein und integrier t  fiber ~, so folgt 

oo 
~bv(}, fl) _ sin v~ ~ [an cos nfl + ibn sin nf l ]Jn(} ) .  (2.2) 

~7~ n=0 

1 
Dabei ist a0 = (I/v) ; an = -2v(i)n n ~-v~' (n_> I); 

n 
bn = - 2 ( i ) n  - -  

n 2 _ y2 

Das Einsetzen in G1. (1.15) ffihrt auf die Funkt ionen  

Wn(~) = ~1 IiJn(~)~d~ = - 1 j n _ l ( ~ )  

2n ~ 
-{- 7 fl-" Jn+2k(~) , (2.3) 

k=0 

die Wilson (1952) unter dem Namen ½Kn(u) eingeffihrt 
hat. (Wir haben die ~mderung der Bezeichnung vor- 
genommen, um Verwechslungen mit den modifizierten 
Hankelfunktionen zu vermeiden). Mit diesen Funk- 
tionen schreibt sich die Streuamplitude 

sin v~ ~ 
F ,  -- 27~R 2 2 ~ [an cos nfl + ibn sin nil] Wn (~) . 

xe ,=o (2.4) 
Die analoge Berechnung von FH liefert 

FH = 2~R 2 {cos vzWo (~) 

4 sin v~ ~ )n I . } 
A - - - Z ( -  2- -~s ,n  (2n+ l)flW2n+l(~) . (2.5) 

;7~ n=0 

Wie man anhand yon G1. (2.4) und (2.5) leicht er- 
kennt,  sind die In tens i t~tsfunkt ionen ]FII 2 und IFnl 2 
symmetr isch  zur Richtung f l =  _+a/2, d.h. symme- 
tr isch zur Gu-Achse. Der Schwerpunkt  der Intensit i i ts-  
funkt ionen liegt also auf der Gu-Achse. Wir bezeichnen 
ihn mit  Gu bzw. in den normier ten  Koordina ten  mit  

~u = 2 ~ R O u .  (2.6) 
Es ist 

Die obere Integrat ionsgrenze ~M bes t immt  sieh aus 
der Forderung,  dass die In tegra t ion  etwa eine Zelle 
des reziproken Git ters  umfassen soll. ])as wfirde 
XM "~ ~ (R /a )  bedeuten.  Da R >> a ist, kann  man,  solange 
man  sieh nieht ausdrfieklieh ffir die Abh/ingigkeit  des 
Integrals  yon seiner oberen Grenze interessiert ,  XM = ~ 
setzen. 

E n t n i m m t  man  F I a u s  t31. (2.4) so folgt naeh der 
f l-Integration wegen der Orthogonalit~tt der trigono- 
metr isehen Funkt ion  

A C 17 - -  63 
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wobei 

und 

sin 2=v ~ C~,)nwn(~M) sin27eV V(1)(~/pl) (2.8) 
n=0 7~ 

(2n + 1)~ 
[n 2 - v ~'] [(n + 1)~ - v 2] 

{1) - -  (v/=) tg ~rv 

2f 7 Wn(Ui) -- 2n + 1 Wn (7¢) W~+ 1 (x)u2dx . 

Im Anhang wird gezeigt, dass 

w=(~) = 1 (2.9) 

ist. :Ferner findet man durch Aufsummieren 

¢X3 

C(1) = 1 (2.10) vv~ n 
~=0 

Damit  ergibt sieh ffir ~M = (X) 

~(yl) = sin 27rv/xe. (2.11) 

In gleicher Weise folgt ffir das Kristallmodell (II) 

2 sin 27~v 
~(/~ = - - - -  wo(~u) 

7~ 

2 sin 27rv fiir 
- -  ~ M  = c ¢ .  ( 2 . 1 2 )  

:Naeh Paterson (1952) hgngt die Sehwerpunktsver- 
sehiebung tier Reflexe mit  der Stapelfehlerdiehte a 
zusammen. In  unserer Sehreibweise lautet  sein Ergeb- 
his 

Gu = a .  (sin 2:~v/2:rrast), (2.13) 

wobei a~t der Abstand der zum Stapelfehler parallelen 
Netzebenen ist. 

En tn immt  man die Sehwerpunktsversehiebungen 
den G1. (2.11) und (2.12), so liefert die G1. (2.13) als 
Stapelfehlerdiehten ~(~) und a(~) unserer beiden Kri- 
stallmodelle 

~(~) = a~dR~ a(~) = 2asdR~.  (2.14) 

Dies sind in der Tat  die richtigen Werte ffir die Stapel- 
fehlerdichten, ngmlich die Stapelfehlerflgche (ZR bzw. 
2ZR) geteilt dutch die Gesamtfl~che der Netzebenen 
parallel zum Stapelfehler (~ReZ/ast) *. 

Von Interesse ist noch die Frage, welche Bereiche 
des reziproken Gitters den flit die Schwerpunktsver- 
sch i ebung  m ~ s g e b l i c h e a  antisymmetrischen Anteil 
der Intensit~tsfunktion liefern. Um aus unseren zwei- 
dimensionalen Intensitgtsfunktionen Aussagen zu ge- 
winnen, die etwa mit den Verh~ltnissen bei Debye-  

* Paterson ha t  bei seinen Reehnungen  eine statistisch 
unabh~ngige Vertei lung der Stapelfehler vorausgesetzt .  In  
diesem Fall ist die Verschiebung des Schwerpunktes  gleich 
der Verschiebung des Maximums.  Solange nu t  Verschiebungen 
der In tens i t~ tsschwerpunkte  und  n ich t  Verschiebungen der 
In tens i t~ t smaxima  be t rach te t  werden, ist der Verteilungs- 
zustaaad der Stapelfehler unerheblich,  siehe z .B .  Wilkens 
(19fi0). Deshalb darf Gl. (2.13) auch auf unsere Kristalle mi t  
nur  jeweils e inem Stapelfehler angewandt  werden. 

Scherrer-Linienprofilen vergleichen werden kSnnen, 
mtisste IFi[ 2 auf Kugelfl~ehen [gl = eonst, aufinte- 
griert werden. Eine solche Integration ist sehr schwie- 
rig. Ffir eine qualitative Untersuchung begniigen wir 
uns deshalb damit, die Ausdrfieke V(, 1J (vergl. GI. (2.8)) 
und 

V ~ ) ( ~ )  = wo(..~) (2.15) 

als :Funktion yon nM ZU betrachten und die Art  der 
Eiamiindung in den Grenzwert 1 im Hinblick auf den 
antisymmetrischen Anteil der Intensit~tsfunktionen 
zu diskutieren. 

.1 ~2 d 

'I,0 

(1,8 

0,6 

0,4 
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- 0 , 2  
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I , -  - , ~  1 / 3  / . , * - ,  ~.. / o 

s ,,% s ~--0) 
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Fig. 2. Die Funk t ionen  Wn(~M) nach G1. (2.8) und  die Funk-  
t ionen I'v(1)(~M) nach Gl. (2.18) fiir v----½ und  § fiir die 
Debye-Scherrer-Linien {002} und {004}. 

Das Verhalten der Funkt ion  V(, 1) ist durch dasjenige 
der Funktionen Wn(~M) bestimmt. :Fig. 2 zeigt als Bei- 
spiel die Funkt ionen w0, wl und w2, die durch numeri- 
sche Integrat ion gewormen wurden. Der Grenzwert 1 
wird um so spgter erreicht, je grSsser der Index n i s t .  
Abgesehen yon dem 'l~berschiessen' bei ~ M = 3  hat  
~00(ZM) den Grenzwert etwa bei ~M----10 erreicht, 
wghrend Wl(XM) und We@M) offenbar erst wesentlich 
spgter einmfinden. Aus dem Umstand, dass V(, 2) allein 
durch die rasch konvergierende Funkt ion WO(~CM) ge- 
geben ist, w/ihrend in V, (1) die Koeffizienten c (1) mit  y~ n 

steigendem n nur mit etwa n -e abfallen, muss man 
schliessen, dass bei dem Kristall  (II) die Intensitats- 
ausl~ufer nahezu symmetrisch bleiben, wghrend sie bei 
dem Kristall  (I) wesentlich zur Schwerpunktsver- 
schiebung beitragen. 

Bei der Anwendung auf kubisch-flgchenzentrierte 
Kristalle hat  man Stapelfehler in { l l l}-Ebenen zu 
betrachten. Die Burgersvektoren der zugehSrigen un- 
vollstandigen (Shoekleyschen) Versetzungen sind 
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b = 6 (1 1 2>. (2.16) 

v= (b.g0) ist in diesem Falle also ein ganzzahliges 
Vielfaches yon ½. Wir betrachten ein regellos verteiltes 
K_ristallpulverpr~parat. Der Einfachheit halber be- 
schr~nken wir uns auf die {002}- und die {004}-Debye- 
Scherrer-Lirfie, da diese Linien die einfaehste Analyse 
der Inte~it~tsprofile zulassen (siehe Wagner, 1957). 

Wir greifen einen festen Burgersvektor 

a 
b = ~ [1 1 2] (2.17) 

heraus und mitteln fiber die verschiedenen v-Werte, die 
sich fiir die einzelnen Komponenten der Debye-Scher- 
rer-Linien ergeben (Tabelle 1). 

Tabelle 1. v-Werte fiir die verschiedenen Komponenten 
der Debye-Scherrer-Linien {002} und {004} mit dem 

Burgersvektor b nach G1. (2.17) 

(00h) (0h0) (h00) 
{002} --.~ +~ +~ 
{00~} -~ +~ +~ 

Zur Betrachtung der resultierenden Asymmetrie 
schreiben wir 

V v ( 1 ) ( ~ i )  -~- 2 C~I)nWn(~M) ( 2 . 1 8 )  
n = 0  

wobei 

c~, .  = ½{2c~,).+ ~(') ~} ~ ~ = ~ f~r {002} 
, ~-2~, / v = § ffir {004} 

ist. Wegen 

t g ~ v = - t g 2 ~ v  ffir v = + ½  rood 1 
ist 

_ - 2v tg ~v (2n + 1)~ -{ 1 __ C (1) 
~' ~ 3 ~  _[n 2 - -v  2] [ ( n +  1) 2 - -v  2] 

_ 1 [ .  
(2.19) 

[n2-- 4v9'] [(n + 1)2-- 4v2] ! 

Man sieht, dass die gemittelten Koeffizienten C (1) 1', n 
wesentlich rascher (f fir grosse n etwa wie n -4) gegel, 
Null konvergieren als die ungemittelten. Fig. 2 zeigt 
V(~ ') ffir v = ½ und ~- unter Benfitzung der ersten drei 
Glieder der Reihe. Man erkermt, dass V~)3 nur sehr 
wenig yon V(12/)a=Wo(ZM) abweicht*. Bei V(2~)a ist der 
Unterschied zwischen den beiden Kristallmodellen 
schon wesentlich grSsser. Ganz allgemein karm aber 
aus der rascheren KonvergerLz der Koeffizienten C (') v, n~ 

vergliehen mit derjeningen der C 0) geschlossen wer- 
den, dass in einem Pulverpr/~parat der Kristallart (I) 
mit regelloser Orientierungsverteilung der grSssere 
Teil der yon den unvollst£ndigen Versetzungen her- 

* Fiir das  Kris ta l lmodel l  (II) ert ibrigt  sich die Mit te lung 
tiber verschiedene v-Werte .  

rfihrenden Asymmetrie sich in den Intensiti~tsausl/~u- 
fen kompensiert. 

3. D a s  V e r h a l t e n  d e r  S t r e u a m p l i t u d e  
i m  a s y m p t o t i s c h e n  B e r e i c h  

Im vorliegenden Abschnitt untersuchen wir zuniichst 
die in § 1 eingeffihrten Funktionen qS~(z,fl) und 
T,(z,fl) nach der in der Theorie der Zylinderfunktionen 
fiblichen Methodik. Wir stellen die Rekursionsformeln 
und die Differentialgleichungen auf. Zusammen mit 
den Integraldarstellungen (G1. (1.14) und (1.16)) lie- 
fern uns diese die asymptotischen Entwicklungen ffir 
grosse z. M_it diesen Hilfsmitteln ist es dann verh/~lt- 
nismi~ssig einfach, die gesuchten Streuamplituden im 
asymptotischen Bereich in einer numeriseh brauch- 
baren Form aufzustellen. 

Wir kSrmen auf diese Weise die qualitativen Aus- 
sagen des § 2 fiber den antisymmetrischen Teil der 
Intensiti~tsausl/iufer pr/izisieren. 

3.1 Das Kristallmodell (II) 
Wir begirmen mit dem versetzungsfreien Kristall- 

modell (II). Die durch G1. (1.16) eingeffihrten Funk- 
tionen T.(z,fl) gehorchen den Rekursionsformeln 

(~/Oz) T ,  = - ½ T .+~ e - ~  + ~ T , _ 1  e ~ 

(~lz) T. = ~ T , + I  e - ~  + ½ T , _ l  e ~ 

- 2  sin (z cosfl-½tt~)/~rz (3.1) 

oder den daraus ableitbaren Beziehungen 

z-"(O/Oz) (z"T,) = T,_ le  ~z- 2 sin (z cos fl-½#z~)/~z 
z"(~l~z) ( z - " q . )  = - T . + l e - ~  

+ 2 sin (z cos f l -  ½ttze)/~rz. (3.2) 

Ferner erffillen die T .  die inhomogene Besselsche Dif- 
ferentialgleichung 

+ - z ~ +  1 - - ~  T/'=ze- sin zcosf l - -  z 2 

deren allgemeine L6sung wir in der Form 

T,(z ,  fl) = AiH(,')(z)+A2H(~2)(z)+O,(z, fl) (3.4) 

sehreiben. 
H(~l)(z) und H~2)(z) sind die Hankelfunktionen erster 

bzw. zweiter Art, also LSsungen der homogenen Dif- 
ferentialgleichung. Q~,(z,fl) sei jene partikul/~re LSsung 
yon G1. (3.3), die keinen Anteil einer Zylinderfunktion 
enth~lt. Um die Konstanten A1 und A2 zu bestimmen, 
schreiben wir die Definitionsgleichung (1.16) in der 
F o r m  

eit'[3 f~_i ~ T.(z, fl) = -~--  exp[izeosz+i/u('c-~r/2)]d-c. {3.5) 



968 ~IBER D I E  R O N T G E N S T R E U U N G  AN K R I S T A L L E N  MIT V E R S E T Z U N G E N .  IV 

Dehnt man den Integrationsweg ins Komplexe aus 
und integriert yon - f l + i o o  fiber - f l  und ~ - f l  bis 
g - f l - i o %  so entspricht dieser erweiterte Integra- 
tionsweg dem yon Sommerfeld eingeffihrten Integ~a- 
tionsweg Ce zur Definition der Hankelfunktion erster 
Art, sofern die Bedingung 0 < f l < g  erfiillt ist (vergl. 
Jahnke,  Emde & LSsch, 1960). Daraus folgt 

T ~ , = e x p ( i # f l ) H ~ l ) ( z ) + Q ~ , ( z ,  fl); 0 < f l  < ~ .  (3.6) 

Ffir - ~  < fl < 0 gelangt man fiber den Sommerfeld- 
schen Integrationsweg Ca zu 

T ,  = exp (i # f l ) H ~ ) ( z ) + Q , ( z ,  fl); - ~  < fl < 0. (3.7) 

Die Integration fiber ~ in G1. (1.17) kann mit Hilfe der 
G1. (3.2) ausgefiihrt werden. Man erh~lt 

ii~0(~ ' { 2 sin (~ eosfl)} 
f l ) ~ d ~ = e x p ( - i f l )  n T ~ ( z ,  fl) xc cosfl 

(3.s) 

Das asymptotische Verhalten der partikul~ren L6- 
sung Q~ erhalten wir durch den Reihenansatz 

co 

Q~ (~, fl) = ~ ~-~ {a~ cos (u cos fl) + b~ sin (z cos fl)}, 
~=~ (3.9) 

dessen Koeffizierten ffir n =  1 und 2 sich durch Ein- 
setzen in die Differentialgleichung (3.3.) als 

a~ ---- 0; bl = 2i/x~ sin fl; 
a,. = ( + 2 i / : ~  sina fl) exp ifl; b~ = 0 (3.10) 

ergeben. 
Wir ben6tigen im Folgenden nur die Koeffizienten 

erster Ordnung und verzichten deshalb auf die Angabe 
des allgemeinen Entwicklungsgesetzes. Man findet 
aber leicht, dass der jeweils yon Null verschiedene 
Koeffizient der Ordnung n einen Faktor  (sinfl) -en+~ 
enth~ilt. Der Ansatz G1. (3.9) konvergiert also um so 
schiechter, je kleiner sinfl ist. Wir schliessen deshalb 
hinfort den Winkelbereich Isinfll < 1 aus*. 

Damit  erhalten wir schliesslich 

[FII] 2 = 4Rag/n  a + 16R a sin e ~v 

x [sin e (u cos fl)/ua sin e fl cos e fl] + . . .  + . (3.12) 

Das erste von ~ und damit  vom Stapelfehler unabh~n- 
gige Glied beschreibt das asymptotische Verhalten der 
TeilchengrSssenverbreiterung, die yon dem endlichen 
Zylinderradius R herrfihrt (Wilkens, 1963). Das zweite 
Glied ist wie das erste Glied symmetrisch zum Ur- 
sprung und stellt eine zus~tzliche 'scheinbare' Teil- 
chengrSssenverbreiterung dar, die yore Stapelfehler 
herrfihrt. Der in diesem Glied enthaltene Faktor  

4R 2 sin e (n cos fl) sin 2 (~2RGz) 

Gz ' (3.13) 
x~ cos~ ' fl ~ ~ 2:rcRGx = n cos f l ,  

entspricht dem Formfaktor  der Querausdehnung 2R 
des Stapelfehlers. 

Um einen Vergleich mit den bekannten Intensit~ts- 
funktionen zu ermSglichen, die sich im Rahmen der 
Theorie der eindimensionalen Fehlordnung ergeben, 
integrieren wir IFnr. in G1. (3.12) orthogonal auf die 
G~-Achse : 

-- [FH[2d(n cos fl) ~ i ~  oo~t~t ]FH]2dGz ~ R  +~ = 

1 { 1 a(~) 
= Re~ 5-~- ~ + 2  sin e v z . - - ~  + • • - + , (3.14) 

z~-~y T-R ast J 

Dabei ist TR=½xeR die mitt lere TeilchengrSsse des 
Zylinderquerschnittes (Wilkens, 1963) und a (2) = 2ast/ R ~  
die in § 2 eingefiihrte Stapelfehlerdichte. Die reehte 
Seite yon G1. (3.14) zeigt, dass auch im vorliegenden, 
sehr speziell gew~ihlten Kristallmodell das bekarmte 
Additionsgesetz yon Stapelfehlerdichte und reziproker 
TeilchengrSsse gilt. Den Gfiltigkeitsbereich der asymp- 
totischen N~iherung kann man von Wilkens (1963) 
fibernehmen. Beriicksichtigt man die gegenfiber dem 
dortigen Kristallmodell zusi~tzliche Stapelfeh]erver- 
breiterung, so gilt als untere Grenze fiir den asympto- 
tischen Bereich etwa RGy > 1,5. 

l i~0(~, i 2 sin (~ cos fl) 
f l)~d~ = uH(~I)(~)+ - 

sin fl cos fl 
2 cos (~ cos t~) 

+ z -  + . . . + ;  0 < f l < ~ .  (3.11) 
n s i n  3 fl  

Ffir das Intervall  - ~ < f l < 0  ist H(11) durch H(12) zu 
erse~zen. Zur ]~erechnung cler Intenslt~ts~ur~tion 
]FiiI ~ verwenden wir die asymptotische Niiherung der 
Hankelfunktionen. Wir behalten durchweg nur Glieder 
bis ~-4 bei. Ausserdem wird fiber die mit der Periode 
~- -2~  oszillierenden Glieder gemittelt.  Letzteres ist 
gerechtfertigt,  weil in jedem Kristal lpr~parat  ein 
hinreichend breites Spektrum von'Zylinderradien' R 
vorkommt. Es ergibt sich auf dieses Weise 

* Der  Fall  s i n f l = 0  ist singular. Es  gilt z.B. ~0(z,  0 ) =  J0(z), 
so dass in diesem Fal l  die rechte  Seite in G1. (3.8) durch  
NJl(g) zu ersetzen ist. 

3.2 Kris taUmodel l  (I) 
Die Rekursionsformeln ffir die Funktionen (P~(z, fl) 

lauten 

¢~(z, ~ ) =  1 
~z ~ [exp ( -  ifl) ¢~+1+ exp (ifl) ¢~_,] 

_ 1 
z ¢~(z, fl) = - ~ [exp ( - i f l ) ¢ ~ + 1 -  exp (ifl)¢~-1] 

sin v~ exp (iz cos fl) 
+ - - - -  (3.15) 

7g Z 

b z v ¢ .  

1 sin v~ exp (iz cos fl) 
z-~ ~z (z~(P~) = _ exp ( i f l )¢~_l+ - - - -  

z" ~ 1 sin ~ exp (iz cos fl) 
~z (z-~(P~) = ~-exp -(ifl)(/)~+l- ~ z 

(3.16) 
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Aus den Rekursionsformeln folgt die inhomogene 
Besselsche Differentialgleichung 

! 0  ~' 1 0  ( l _ _ f / ]  
~z~+-  + ¢~ z ~ \ zVj  

- ~ . (3.17) 

Sehreibt man  G1. (1.14) in der Form 

(/)~(z, fl) = (1/2~) exp iv ( f l - (~ /2) )  

i 
2 ~ - f l  

x exp [iz cos "c+iv(~:-x~/2)]dz (3.18) 
~--fl  

und beschr/~nkt fl auf das Interval l  0 <fl <~,  so kann 
der Integrationsweg zu dem Sommerfeldschen kom- 
plexen Integrationsweg C~ erweitert werden. Wir k6n- 
nen deshalb schreiben 

q~ = exp iv(fl-xe/2)J~(z)+ P~(z, fl), 0 < fl < 7~, (3.19) 

wobei die partikuliire L6sung yon G1. (3.17) mit  
Pv(z, fl) abgekfirzt ist. Aus G1. (1.14) oder (3.18) lassen 
sich zwei Symmetriebeziehungen ableiten: 

~b~(z, fl) = q~_~(z,--fl). (3.20) 

Als Erg~nzung zu G1. (3.19) ffir das Intervall  
- ~  <fl < 0 folgt daraus 
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S J~(~)d~:= 1,  ( n >  - 1 ) ,  (3.26) 
0 

bleibt die Summe fiber vier trigonometrisehe Reihen, 
yon denen die erste und die zweite ganz und die dri t te 
teilweise aufsummiert  werden kann. :Da die Konver- 
genz in den uns interessierenden Fi~llen v = ~a- und v = 
gut ist, kann man die Restsummen dureh ihr erstes 
Glied ann/~hern. In dieser N~herung ergibt sich ffir 
-½~ </~ _-< ½~ 

i oo sin v~ sin v~ 
q~_~ d~: = ½ cos {-v------~ exp i(v--1)fl-- - - - -  

0 7~ 

{ 2 ( v -  1) 2 2 i ( v - 1 ) c o s f l } .  x log tg (¼~ +~-fl) + v(2-v------)- sin f l -  v (2-v)  

(3.27) 

Im Winkelbereich ½~ < fl < a ergibt sich das Integral 
durch Anwendung der G1. (3.20). 

Beim zweiten Teilintegral in G1. (3.25) braucht nur 
fiber die partikul~re L6sung P~(~, fl) integriert zu wer- 
den, da der Beitrag des Integrals fiber die Besselfunk- 
tion im weiteren Verlauf der Rechnungen zu vernach- 
l~tssigen ist. Es ergibt sich 

i" S ~ sinv~ O~_~ d~ =~ Pv_~ d~ - 
0 oo ~ sin fl 

x {ci (x cos f l )+ i  si (~ cos fl) + . . .  + } (3.28) 

~b~(z, fl) = exp iv(fl+½~).J_v(z)+ P~(z, fl) ; - ~  <fl < 0 .  

(3.21) 
Die partikul~ire LSsung P~ erhalten wir mit dem An- 
satz 

o o  

P,,(z, fl) = .~ (an/z n) exp (iz cos/~) (3.22) 
n = l  

(wegen der Definitionen yon Integralcosinus und 
-sinus ei und si siehe Jahnke,  Erode & L6sch, 1960). 

Ffir die gesamte Streuamplitude F~ erh~lt man 
schliesslieh im Winkelbereich 0 < fl < ½~r und ffir v > 0 

F I - 2z  R2 { [ ~2 iexpi(g+~)s-in--v~ - ~ v  
.2 cos ½v~ 

aus G1. (3.17). Auch hier ist der Fall  sin fl = 0 singul/~r. 
Wir k lammern den Bereich Isin fl] < 1 aus und erhalten 

sin v~ 
P~ - exp (iz cos fl) 

g~ 

/ x + z 2sinsfl + " ' "  + . (3.23) 

Mit Hilfe yon G1. (3.16) erh/ilt man 

f { S o¢V(~, Z)~d~=iexp ifl '~6'~-1(~, g)-~, o¢)~_,(~, ~)g~ 

2 sin vz sin ½~ cos fl exp } 
cos fl (i½~ cos fl) . (3.24) 

])as noch verbleibende Integral  schreiben wir 

v- id~: = ~b~-ld~ + . (3.25) 
0 0 

Das erste Teilintegral 1/~sst sich mit Hilfe yon G1. 
(2.2) bestimmen. Wegen 

v ci (x cos ¢~) x exp i ( v -  1 )fl + v log tg (¼~ + ½fl) + 
sinfl 

2(v-- 1) 2 2 i(v-- 1) vi si (x cos fl) 
sin fl-- ~ cos fl + 

+ 2--v  2 - v  sinfl 

_ exp (ix cos fl) _ 2 sin (½~ cos fl) exp (i½~ cos fl) I 
sin fl cos fl 

-- exp iv(fl + ½xe) ~J~-i (~)} • (3.29) 

Im Winkelbereieh - ½ ~  < f l < 0  ist das letzte 
Glied in der gesehweiften Klammer  durch 
+ exp iv(fl+~-~)xJl_,(~) zu ersetzen. Bildet man 
die Intensit/tt  ]F~12 , so kann man die Produkte zwi- 
schen der Besselfunktion und den fibrigen Summanden 
vernaehl/~ssigen, da diese Produkte im asymptotischen 
Bereich mit der Periode ~ = 2 ~  um den Wert  Null 
oszillieren. Das Quadrat  der Besselfunktion ergibt 
naeh Ausmittelung der Oszillationen wieder das Teil- 
ehengr6ssenglied in G1. (3.12), ffir das wir uns im Fol- 
genden nieht weiter interessieren. 

Die restlichen acht Summanden bezeichnen wir in 
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der Reihenfolge, wie sie in G1. (3.29) angegeben sind, 
mit  S~ bis Ss. Bei der Bildung der Intensiti~t [F~I 2 
ergeben sie 36 verschiedene Produkte, die wir im Inter- 
esse der Kiirze nicht alle einzeln behandeln wollen. 
Von den in fl symmetrischen Intensiti~tsanteilen greifen 
wir nur den weitaus wichtigsten Term heraus, der aus 
dem Betragsquadrat  des Summanden Ss entsteht:  

ISsl 2 = 16 sin ~ ~vR 4 sin~ (½z cos fl) (3.30) 
~(~ cos fl)~ 

Dieser Intensit~tsbeitrag entspricht wieder der vom 
Stapelfehler herrfihrenden scheinbaren TeilchengrSs- 
senverbreiterung mit dem korrekten Formfaktor der 
Breite R des Stapelfehlers. 

Neben dem symmetrischen Beitrag Gl. (3.30) be- 
t rachten wir nur noch die in fl antisymmetrischen An- 
teile yon IF~I e. Um deren Bedeutung besser beurteilen 
zu kSnnen, integrieren wir sie analog zu G1. (3.14) auf 
die G~-Achse und vernachl~ssigen alle Glieder, die in 
der aufintegrierten Form st~irker als (~.sinfl)-~ bzw. 
G~ -a verschwinden~. 

Zur Wiedergabe der antisymmetrisehen Glieder be- 
niitzen wir die Abkiirzung 

sin~ v7~ I ~ :  (S~ S 
..76G~, 

f _ 1 (S~S*+S*S~)d(~eosfl) 
Rxe o " 

sin fl = 2~RGu = constant. (3.31) 

Man findet dann nach einigen Zwischenrechnungen, 
die wir der Kiirze halber iibergehen, in guter Ni~herung 
fiir die wesentlichen Vorfaktoren der zu G~ a propor- 
tionalen Glieder 

At~ = -v~{¼~( log  2 +  1) tg ½v~- ½(v- 1)} 

A t a =  v(v-  1 ) ~  {~tg ½v~-½(v-  1)} 

A ~  2v(v-- 1)~ ---- . Iv,'~)- 

A~s = - vu {log I~4~RGvI- 1 + ¼(v- 1)u tg ½v~} 

Aes = - v ~  log 1~,4zeRG~] 

A4s -- 2 ( v -  1)~z ATS = 7t 
2 - ~  

log ~ = 0 ,577 = Eulersohe Konstante, (3.32) 

t Einige der antisymmotrischon Produkte (SiS~+S~Sj) 
enthalten die Faktoren cos (v--1)fl oder sin (v--1)ft. Da die 
uns interessierenden Produkto i. a. nur im Bereieh fl ~ ± ½~ 
wesentlich yon Null verschieden sind, kann man diese Fak- 
toren zur Erleichterung der Integration nach Potenzen yon 
cos fl entwickeln. Dabei ist ffir v = ~, ~ oder ~ folgende lineare 
N/iherung ausreichend : 

cos (v-- l)fl ~ sin (½rzt)- (v-- I) cos (½vrt) cos fl+ . . . + 
sin (v-- l)fl ~ --cos (½vrt)-- (v-- 1) sin (½r~) cos fl+ . . .  + ; 
0 < 3 < ½ ~ .  

(Fiir --½7t <: fl ~ 0 ist bei sin (v-1)fl das Vorzeiehen der 
reehten Seite umzudrehen.) 

Die fibrigen antisymmetrischen Beitr~ge sind zu 
vernachli~ssigen. Man sieht, dass die Vorfaktoren i.a. 
in recht komplizierter Weise yon v abh~ngen. Da wir 
aber nach § 3.1 im asymptotischen Bereich etwa mit  
27eRGv ~ 10 rechnen kSrmen, fiberwiegen das Glied Aes 
und der erste Tail yon Als, die demnach im wesent- 
lichen das asymptotische Verhalten des antisymmetri-  
schen Tells der Inten~sit~tsfunktionen bestimmen. Da 
beide Glieder proportional zu v sind, heben sie sich 
bei der analog zu § 2 durchzufiihrenden Mittelung ffir 
die Debye-Scherrer-Linien {002} und {004} eines regel- 
los orientierten Kristallpraparates heraus. Es bleibt 
eine wesentlich verminderte Antisymmetrie,  in l~ber- 
einstimmung mit  den qualitativen Ergeblfissen yon 
§2. 

Zum Vergleich mit G1. (3.14) geben wir abschliessend 
die auf die Gy-Achse aufintegrierte Intensit~tsfunk- 
tion ]FIIe in der von uns berechneten N~herung an: 

I ~ :  R27t{ 1 ~a), 

sin e v7~ 
+ ~ 2:A~j+ . . . .  + . (3.33) 

2~Gy 

Dabei haben TR und a°)/ast dieselbe Bedeutung wie in 
G1. (3.14). Z:Aii ist die Summe der Vorfaktoren yon 
G1. (3.31), die entsprechend § 2 und Tabelle 1 tiber 
verschiedene v-Werte gemittel t  wurden. Man findet 

Ao" = +0,96 fiir {002} 
= - 5 , 9 5  { 0 0 4 } .  (3.34) 

Die Schwerpunktsverschiebungen ~(yl)= 2~RG(yl) nach 
G1. (2.11) sind positiv fiir {002}(v= +½ oder - ~ )  und 
negativ fiir {004}(v= +~- oder - I ) .  

Bezogen auf die Mitre der Intensit~tsfunktion des 
ungest5rten Kristalls sind also die Intensiti~tsausl~itffer 
gegeniiber der symmetrischen Verbreiterung erhSht 
jeweils auf derjenigen Seite, auf der ftir den gestSrten 
Kristall  der Intensit~tsschwerpunkt liegt. ]:)as be- 
deutet  in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen in 
§ 2, dass das Schwerpunktsintegral, als :Funktion von 
~M betrachtet,  verzSgert in seinen Grenzwert G1. (2.11) 
einli~uft. 

4 .  D i s k u s s i o n  

In der vorliegenden Arbeit haben wir untersucht, wie 
sich die seitliche Begrenzung eines St@elfehlers im 
KristalIinnern (d. h. das Auftreten unvollst~ndiger 
Versetzungen), die ja in der Theorie der eindimen- 
sionalen Fehlordnung yon vornherein ausser Betracht  
gelassen wird, auf die Intensitiitsfunktion der RSnt- 
genstreuung auswirkt. Unser besonderes Augenmerk 
galt den folgenden beiden Fragen: 

(1) Wird die Verschiebung der Intensit~tsschwer- 
punkte durch das Verschiebungsfeld der unvollst~in- 
digen Versetzung beeinflusst ? 
(2) Wie wirkt  sich die unvollst~ndige Versetzung auf 
die Form der Intensit~tsfunktion aus ? 
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Die erste Frage konnte in § 2 wie folgt beantwortet 
werden: Die die Stapelfehler begrenzenden unvoll- 
st/indigen Versetzungen haben keinen Einfluss auf die 
Schwerpunktsverschiebungen der Reflexe; diese ist 
proportional zur Fl/iche der Stapelfehler. Im Spezial- 
fall der in kubisch-fl/ichenzentrierten Kristallen auf- 
tretenden Stapelfehler ist der Proportionalit/itsfaktor 
gleich dem yon Paterson (1952) im Rahmen der ein- 
dimensionalen Fehlordnungstheorie ftir den Fall stati- 
stisch verteilter Stapelfehler gefundenen. Dieses Er- 
gebnis ist physikalisch verst/indlich, da einerseits die 
unvollst/indige Versetzung die Diskontinuit/it (G1. ( 1.5) ) 
des Verschiebungsfeldes an der Stapelfehlerfl/iche un- 
ver/indert 1/isst und andererseits das von uns beniitzte 
Verschiebungsfeld der unvollst/indigen Versetzung 
(G1. (1.4)) zu keiner Gitteraufweitung fiihrt. 

Bevor wir auf die Ergebnisse zur zweiten Frage ein- 
gehen, sind einige Vorbemerkungen erforderlich. Wir 
haben unsere Untersuchungen auf den asymptotischen 
Bereich der Intensit/itsfunktionen beschr/inkt, weil 
unsere Rechnungen sich auf sehr einfache Kristall- 
modelle sttitzen. Im asymptotischen Bereich ist die 
Interferenzwirkung zwischen verschiedenen, r/iumlich 
getrennten Kristallbaufehlern zu vernachl/issigen (Wil- 
kens, 1963), sodass in diesem Bereich unsere Ergeb- 
nisse auf kompliziertere Kristallmodelle iibertragen 
werden kSrmen und damit wohl allgemeine Giiltigkeit 
besitzen. 

In § 3 haben wir die Intensit/itsfunktionen im 
asymptotischen Bereich als Funktion zweier Koordi- 
naten ~ und fl berechnet. Bei dem heutigen Stand der 
Experimentaltechnik lassen sich jedoch, insbesondere 
bei plastisch verformten Kristallen, die Intensit/its- 
funktionen nur als Funktion einer Koordinate, etwa 
des Glanzwinkels O oder der Koordinate ]g] = 2sin0/~, 
ausmessen (vergl. z.B. Debye-Scherrer-Aufnahmen). 
Um unsere Modellrechnung an diese experimentellen 
Gegebenheiten anzupassen, miisste die Intensit/its- 
funktionen eines Reflexes auf Kugelfl/ichen Igl =kon- 
stant oder, als meist gute N/iherung, auf F1/ichen 
senkrecht zu g0 aufintegriert werden. Der Einfachheit 
halber haben wir start dessen die Intensit/it auf die 
Gy-Achse, d.h. auf die in der Mitte des Reflexes aufge- 
tragene Richtung der Stapelfehlernormalen, aufinte- 
griert. Man kalm almehmen, dass diese Vereinfachung 
das Ergebnis nicht wesentlich beeinflusst. Die Um- 
rechnung auf die Koordinaten des Debye-Scherrer- 
Verfahrens geben wir nicht, da sie in der gleichen Weise 
wie bei der eindimensionalen Fehlordnung erfolgt, 
siehe z.B. Warren (1959). 

Wir behandeln zuerst den symmetrischen Anteil 
der yon den Stapelfehlern herrfihrenden Verbreiterung 
in den Intensit/itsausl/iufern. Bei beiden Kristallmo- 
dellen (I) und (II) ergab sich, dass dieser Anteil in 
seiner yon ~ und fl abh/ingenden Darstellung G1. (3.12) 
und G1. (3.30) einen Formfaktor enth/ilt, der der 
Querausdehnung R bzw. 2R der Stapelfehler ent- 
spricht. Bei dem Kristallmodell (II) iiberrascht dies 
Ergebnis nicht, da der Stapelfehler bis an die/iussere 

Kristallbegrenzung reicht. Dass der gleiche Form- 
faktor auch beim Kristall (I), d.h. bei seitlicher Be- 
grenzung dureh unvollst/indige Versetzungen gilt, 
rechtfertigt mindestens im asymptotischen Bereich 
den Ansatz yon Warren (1961), wonach die begrenzte 
seitliche Ausdehnung der Stapelfehler zu einem zu- 
s/itzlichen Glied in der symmetrischen 'Teilchen- 
grSssenverbreiterung' ftihrt. 

Den Verlauf des antisymmetrischen. Anteils in den 
Intensit/itsausl/iufern haben wir in § 2 qualitativ und 
in§ 3 quantitativ untersucht. Nach § 3.1 ergibt sich 
bei dem Kristallmodell (II) im asymptotischen Bereich 
kein antisymmetrischer, mit G~ -3 abfallender Anteil 
(vergl. Gl. (3.14). Die entsprechenden Glieder in G1. 
(3.31), (3.32) und (3.33) k6mlen also der Wirkung der 
unvollst/indigen Versetzung zugeschrieben werden. 
Fiir unvollst/indige Versetzungen eines bestimmten 
Burgersvektors ist der Hauptteil dieses antisymme- 
trischen Anteils proportional zu G~ -3 log [4~RGu], d.h. 
es handelt sich um einen relativ langsam abfallenden 
Intensit/itsbeitrag. Er sollte an Proben, die im wesent- 
lichen nur (unvollst/indige) Versetzungen mit einigen 
wenigen Arten yon Burgersvektoren enthalten (etwa 
in Einfachgleitung verformte Einkristalle) unter ge- 
eigneten Bedingungen zu beobachten sein. Im Falle 
yon Pulverpr/iparaten kubisch-fl/ichenzentrierter Kri- 
stalle mit regelloser Orientierungsverteilung kompen- 
sieren sich jedoch diese wesentlichen antisymmetri- 
schen Glieder. Es bleibt in diesem Falle ein kleiner 
antisymmetrischer, mit G~ -3 abfallender Restanteil, 
der nach G1. (3.33) nicht vom Radius R des Kreis- 
zylinders unseres Kristallmodells abh/ingt. ID 13ber- 
tragung auf kompliziertere Kristallmodelle kann man 
daraus schliessen, dass dieser Anteil unmittelbar von 
den unvollst/indigen Versetzungen herriihrt und nur 
wenig yon der Wechselwirkung mit r/iumlich benach- 
barten Kristallbaufehlern beeinflusst wird. (Man ver- 
gleiche hierzu Wilkens (1963), wo die gleiche Frage 
bezfiglich vollst/indiger Versetzungen untersucht wird.) 
Das in § 3.2 gefundene Vorzeichen dieses antisymme- 
trischen Anteils stimmt mit demjenigen der antisym- 
metrisehen Verbreiterung durch koh/irente Zwillings- 
grenzen (Wagner, 1957) fiberein. Beide Arten yon 
antisymmetrischer Verbreiterung sollten sich jedoch 
durch ihre unterschiedliche Abh/ingigkeit yon den 
Koordinaten im reziproken Gitter voneinander trermen 
lassen. 

Nach Wilkens (1963) macht sich der Charakter der 
Versetzungen im asymptotischen Bereich der Debye- 
Scherrer Linienprofile nur in den Vorfaktoren 
bemerkbar. Unsere Modellrechnungen, die sich auf den 
einfachsten Typ einer unvollst/indigen Versetzung 
stiitzen, kSrmen deshalb - -  was das prinzipielle Er- 
scheiaungsbild betrifft - -  auf unvollst/indige Verset- 
zungen anderen Charakters fibertragen werden. 

Als Anwendungsbeispiel ffir das Vorstehende dis- 
kutieren wir qualitativ den Fall, dass die Probe als 
haupts/ichliche GitterstSrung Stapelfehlerb/inder ent- 
h/ilt. Die Gesamtfl/iche der Stapelfehlerb/inder be- 
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s t immt  den symmetr i sehen  Antei l  der Verbrei terung 
im asymptot i sehen Bereich, der entsprechend der 
Querausdelmung der Stapelfehlerb~nder nach Warren  
(1961) modifiziert  werden muss. Die Gesamtlgnge der 
begreazenden unvolls t~ndigen Halbverse tzungen er- 
gibt  den mi t  der reziproken dr i t t en  Potenz des Ab- 
sgandes yon der Ref lexmi t te  abfa l lenden ant i symme-  
t r ischen Antei l ,  der also bei gegebener Stapelfehler- 
fli~ehe u m  so grSsser ist, je sehm~ler die Stapelfehler- 
b~nder sind*. Das Vorzeichen dieser Ant i symmet r ie  
ist  so, dass, wie sehon yon Wilkens  (1962c) vermute t  
wurde, bei gegebener Stapelfehlerfl~tche eine umso 
geringere Versehiebung der In tens i t~ t smaxima  resul- 
t iert ,  je schm~ler die Stapelfehlerb~nder sind. 

ANHANG 

Das Integral 

l :  Wn(z) Wn+~ (z)z~dz 

Mit der Reihendars te l lung G1. (2.3) kann  m a n  das 
gesuehte Integral  in vier Teil integrale zerlegen. 

i oo (z) W , , ( z ) z 2  = + + + . ( A .  ) Wn dz A B C D 1 
O 

Dabei  ist  

i 
oo 

A = Jn(z)J,~-l(z)dz = ½, (A.2) 
0 

B = - 2 n  ~ Jn(z)J~+2~(z) --dz = _ 1 , (A.3) 
0 k = 0  Z 

I~  0 ,  (.4.4) 
dz 

C = - 2 ( n + l )  ~, Jn-l(Z)Jn+l+e~(Z) Z 
0 k ~ 0  

D = 4 n ( n +  1) ~Y, J,~+2k(z) Jn+l+2z(z)dz/z ~= n +  1. 
dO k = O  / = 0  (A.5) 

In  G1. (A.3) ist  nur  der Summand  mi t  ]c = 0 yon Null  
verschieden. Daraus  folgt, dass in G1. (A.4) alle Sum- 

* Beztiglich der yore Verzerrungsfeld der Versetzungen 
verursachten symmetrischen Verbreiterung im asymptoti- 
schen Bereich kaxm man die Ergebnisse von Wilkens (1963) 
iibernehmen. Der Ktirze halber gehen wit darauf nicht 
naher ein. 

manden  verschwinden. In  GI.(A.5) sind nur  die Sum- 
manden  m i t / c - 1  = 0  u n d / c - 1  = 1 yon Null  verschie- 
den. Die Doppelsumme reduziert  sich deshalb auf zwei 
einfache Summen.  

D = n ( n + l ) ~ "  
k=o ( n + 2 k ) ( n +  1 +2k)  

+ ( n + l + 2 k ) ( n + 2 + 2 k )  = n + l .  (A.6) 

Zusammen ergibt  sieh 

A + B + C + D  = ½ ( 2 n + l ) .  (A.7) 

Daraus  folgt mi t  der Defini t ion yon W~(~M) naeh 
GI. (2.a) 

wn(~)  = 1 .  

Die vorliegende Arbei t  wurde im R a h m e n  des 
Schwerpunktprogrammes 'Kris ta l ls t rukturforschung'  
der Deutschen Forschungsgemeinschaf t  ausgefiihrt ,  
der auch an  dieser Stelle ffir die FSrderung unserer 
Arbei ten gedankt  sei. 
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